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INTRODUCTION 

Avec une capitalisation totale autour de 2000 milliards de dollars (en janvier 2022) avec un point culminant 

à presque 3000 milliards de dollars1, le marché des crypto-monnaies ou cryptoactifs est un marché qui 

attire de plus en plus l’attention. Particulièrement l’actif principal de ce marché : le Bitcoin. Le Bitcoin pèse 

à lui seul autour de 700 milliards de dollars (en janvier 2022) avec un point haut à 1270 milliards de dollars2 

représentant ainsi 40 à 50% du marché total des cryptoactifs. 

Pour comprendre l’enthousiasme 

autour de ce marché émergent et 

autour du Bitcoin en particulier, il 

convient d’expliquer qu’est-ce que le 

Bitcoin et d’où vient-il. 

Le Bitcoin est inventé en 2008 avec la 

publication du papier « Bitcoin : A 

Peer-to-Peer Electronic Cash System » 

(Nakamoto, 2008) écrit par un certain 

Satoshi Nakamoto (pseudonyme 

d’une personne ou d’un groupe 

encore inconnu à ce jour). Le concept 

est clair, le Bitcoin est un réseau de 

monnaie électronique à travers un 

système informatique décentralisé. 

L’utilisation de plusieurs technologies 

comme la blockchain et un algorithme de Proof-of-Work permet la création de ce réseau qui s’émancipe 

d’une autorité centrale et permet l’échange de valeur de pair-à-pair grâce à la monnaie intrinsèque du 

réseau Bitcoin, le bitcoin. C’est donc cette monnaie qui attire tant l’attention et qui est échangée à plus 

 
1 https://coinmarketcap.com/charts/ 

2 https://coinmarketcap.com/currencies/bitcoin/ 

Tableau 1.1 – Liste des entreprises cotées détenant du bitcoin. Tiré d’un 
rapport de mars 2021. (Deutsche Bank Research, 2021) 
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de 65000 USD l’unité à son point le plus haut. Le réseau Bitcoin qui est derrière avec ses algorithmes, ses 

utilisateurs, sa promesse et son écosystème lui donnent de la valeur. 

L’invention du Bitcoin a marqué le début de 

l’existence du marché des cryptoactifs 

puisque des milliers d’autres cryptoactifs 

ont fait leur apparition comme l’ether, le 

litecoin, bnb, doge, luna par exemple qui 

sont les jetons (tokens) de leur réseau 

blockchain respectif. Plus récemment 

l’essor des stablecoins a permis le 

développement de la finance 

décentralisée aussi appelée DeFi.  

Finalement, le marché des cryptoactifs est 

un marché extrêmement jeune qui se 

développe à grande vitesse et qui se voit 

adopté par de plus en plus de monde. On 

pense aux particuliers, mais aussi, de plus 

en plus, aux entreprises qui investissent 

une partie de leur capital dans le bitcoin 

par exemple ou qui acceptent des 

cryptoactifs comme monnaie d’échange sur leur plateforme (Tableau 1.1 – Liste des entreprises cotées 

détenant du bitcoin. Tiré d’un rapport de mars 2021. (Deutsche Bank Research, 2021) et Tableau 1.2 – 

Liste des entreprises acceptant le bitcoin comme forme de paiement. Tiré d’un rapport de mars 2021. . 

Plus récemment des institutionnels comme des banques ou des gestionnaires de patrimoine commencent 

à s’exposer notamment sur le bitcoin à travers des produits dérivés comme les futures ou les options. 

Certains proposent aussi une exposition à leurs clients.  

Cette exposition peut être directe ou à travers des ETF (Neureuter, 2021). 

Comme on peut le voir dans le tableau 3 ci-dessous, Grayscale Investments a de loin le plus de bitcoin sous 

Tableau 1.2 – Liste des entreprises acceptant le bitcoin comme 
forme de paiement. Tiré d’un rapport de mars 2021. (Deutsche Bank 

Research, 2021) 
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gestion. Cela permet à des institutions financières d’investir sur le marché du bitcoin à travers leur produit 

Grayscale Bitcoin Trust (GBTC).3 

 

Tableau 1.3 – Liste des institutions avec le plus d’investissements en bitcoin. Tiré d’un rapport de mars 
2021 (Deutsche Bank Research, 2021). 

 

C’est dans ce contexte d’adoption que le but de cette recherche a été défini. Avoir du bitcoin dans son 

portefeuille est de plus en plus accepté, mais le risque lié à un tel investissement est encore mal compris 

et surtout mal défini. Ainsi il convient de mieux définir le profil rendement/risque du bitcoin.  

Néanmoins définir le risque de cet actif se révèle complexe, le risque se mesure généralement grâce à la 

volatilité de l’actif et pour modéliser cette volatilité des modèles existent tels que les modèles GARCH, 

ARCH etc… Seulement ces modèles ne décrivent pas toutes les propriétés de la volatilité et en particulier 

le fait stylisé de « long memory » aussi appelé « long-range dépendance » (LGD) qui décrit la vitesse de 

décroissance de la dépendance statistique de deux points de données à mesure que le temps passe. On 

peut utiliser la fonction d’autocovariance pour représenter ce phénomène. Dans le cas d’une LGD, 

l’autocovariance entre deux points décroit relativement lentement comme une fonction puissance. 

Contrairement au phénomène de short-range dépendance où l’autocovariance entre deux points décroit 

très rapidement comme une fonction exponentielle. 

On l’aura compris, le bitcoin a une forte volatilité qui nous porte à croire que les modèles classiques ne 

représenteraient pas correctement le risque de cet actif (Katsiampa, 2017) (Ardia, et al., 2019). 

 
3 https://www.forbes.com/sites/michaeldelcastillo/2020/08/06/valuable-sec-data-on-20-institutional-bitcoin-
investors-could-soon-disappear/?sh=1441ac251de2 



 

4 

Comme le montre Gatheral, et al. (2018), les incréments de la log-volatilité des actifs comme l’indice S&P 

par exemple présentent un caractère « rough » ou chaotique. Cette caractéristique s’exprime avec un 

modèle appelé « rough fractional stochastic volatility » (RSFV) qui contient un mouvement Brownien 

fractionnaire (fBm) avec un paramètre de Hurst inférieur à 0.5.  

 

Dans cet essai, nous nous inspirons dans un premier temps de cet article pour définir notre modèle RSFV 

et décrire la simulation que le modèle nous permet de faire. Dans un deuxième temps, nous voyons quelles 

données nous utilisons et comment nous pouvons définir les paramètres de notre modèle. En particulier 

le paramètre (ou coefficient) de Hurst. Par la suite, nous choisissons la méthode qui nous paraît être la 

plus appropriée pour le calcul de ce coefficient. Ainsi, nous simulons la volatilité et le prix du bitcoin pour 

différentes périodes de temps et calculons des mesures de risque comme la VaR. Enfin, nous exposons 

l’effet de diversification du bitcoin si on l’ajoute dans un portefeuille avec du S&P 500, pour différentes 

pondérations. Finalement, nous concluons cet essai avec une synthèse des recherches menées et nous 

portons des recommendations quant à l’intégration du bitcoin au sein de portefeuilles composés d’actifs 

plus traditionnels. 

 

 

Figure 1.1- Prix journalier du bitcoin du 28 janvier 2015 au 14 janvier 2022. 
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CHAPITRE 1 

Spécification du modèle et description de la simulation 

1.1 Spécification du modèle RSFV 

Tout d’abord, il est utile de constater que les incréments de log-volatilité du bitcoin mais aussi de beaucoup 

d’autres actifs ont une distribution proche d’une distribution Gaussienne. Voici des histogrammes des 

incréments de la log-volatilité log 𝜎𝑡+∆ − log 𝜎𝑡 par rapport à une loi Normale (en rouge), pour différents 

lags ∆ en jours. 

 

Figure 1.3 - Histogramme des incréments de la 
log-volatilité pour ∆=1. 

Figure 1.4 - Histogramme des incréments de la log-volatilité 
pour ∆=5. 

Figure 1.1 - Histogramme des incréments de la 
log-volatilité pour ∆=100. 

Figure 1.2 - Histogramme des incréments de la 
log-volatilité pour ∆=25. 
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À la suite de ces observations nous pouvons suggérer le modèle suivant pour les incréments de la 

log-volatilité (Gatheral, Jaisson, & Rosenbaum, 2018) : 

log 𝜎𝑡+∆ − log 𝜎𝑡 = 𝜈(𝑊𝑡+∆
𝐻 − 𝑊𝑡

𝐻) (1.1.1) 

avec 𝑊𝐻un fBm et 𝜈 une constante positive qui n’a pas d’interprétation financière particulière. 

On peut aussi l’écrire sous la forme : 

𝜎𝑡 = 𝜎 exp(𝜈𝑊𝑡
𝐻) (1.1.2) 

avec 𝜎 une autre constante positive. 

Cependant ce modèle n’est pas stationnaire, en effet le modèle de log-volatilité n’est pas stationnaire 

contrairement aux incréments de cette log-volatilité. La stationnarité étant désirable, nous pouvons 

l’imposer en modélisant la log-volatilité comme une processus d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire avec 

un retour à la moyenne très long (Cheridito, et al., 2003). Ce processus (𝑋𝑡) est la solution de l’équation 

différentielle stochastique suivante : 

𝑑𝑋𝑡 = 𝜈𝑑𝑊𝑡
𝐻 − 𝛼(𝑋𝑡 − 𝑚)𝑑𝑡 (1.1.3) 

avec 𝑚 ∈  𝑅 et 𝛼 et 𝜈 sont des constantes positives. 

La forme explicite de la solution de cette équation est la suivante : 

𝑋𝑡 = 𝜈 ∫ exp −𝛼(𝑡 − 𝑠)
𝑡

−∞

𝑑𝑊𝑡
𝐻 + 𝑚 (1.1.4) 

 

Nous avons finalement le modèle de Rough Fractional Stochastic Volatility proposé par Gatheral, et al. 

(2018) suivant : 

𝜎𝑡 = exp(𝑋𝑡) (1.1.5) 

avec 𝑡 ∈  [0, 𝑇]. 
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Aussi, on propose un processus de prix du bitcoin basé sur le mouvement brownien géométrique avec la 

volatilité 𝜎 comme suit : 

𝑑𝑃𝑡 = 𝜇𝑃𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑃𝑡𝑑𝑊𝑡 (1.1.6) 

dans lequel 𝑊 est un mouvement Brownien, indépendant de 𝑊𝐻. 

1.2 Description de la simulation 

Une fois que l’on a déterminé le coefficient de Hurst, il est possible dans un premier temps de simuler un 

mouvement Brownien fractionnaire (fBm) puis d’utiliser ce dernier pour simuler et estimer la variance du 

bitcoin et son prix.  

Dans Gatheral, et al. (2018) on simule le processus 𝑋 en discrétisant l’équation  

𝑑𝑋𝑡 = 𝜈𝑑𝑊𝑡
𝐻 − 𝛼(𝑋𝑡 − 𝑚)𝑑𝑡 (1.1.3) 

 par la méthode d’Euler : 

𝑋(𝑛+1)𝛿 = 𝑋𝑛𝛿 + 𝜈(𝑊(𝑛+1)𝛿
𝐻 − 𝑊𝑛𝛿

𝐻 ) + 𝛼𝛿(𝑚 − 𝑋𝑛𝛿) (1.2.1) 

 

Ce processus simule la log-volatilité, on prend donc l’exponentiel pour avoir la volatilité puis on obtient la 

variance en prenant le carré de la volatilité : 

𝜎(𝑛+1)𝛿
2 = exp(𝑋(𝑛+1)𝛿)

2
 (1.2.2) 

 

Le processus 𝑃 du prix du bitcoin, donné par  

𝑑𝑃𝑡 = 𝜇𝑃𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑃𝑡𝑑𝑊𝑡 (1.1.6) 

, est aussi discrétisé avec la méthode d’Euler de la façon suivante : 
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𝑃(𝑛+1)𝛿 = 𝑃𝑛𝛿 + 𝜇𝛿𝑃𝑛𝛿 + 𝑃𝑛𝛿√(𝜎𝑛𝛿
2 )𝑑𝑊 (1.2.3) 

avec 𝑑𝑊 l’incrément d’un mouvement Brownien standard (𝑊 et 𝑊𝐻 sont indépendants), 𝜇 la moyenne 

des rendements du bitcoin sur la dernière année. 

Nous devons déterminer les constantes 𝛼 et 𝜈 pour simuler nos processus. 

Pour 𝛼, Gatheral, et al. (2018) montre que si 𝛼 ≪ 1/𝑇 (𝛼 largement inférieur à 1/𝑇), la log-volatilité se 

comporte localement comme un fBm. La proposition est la suivante : 

 Proposition 1. Soit 𝑊𝐻 un fBm et 𝑋𝛼défini comme  

𝑋𝑡 = 𝜈 ∫ exp −𝛼(𝑡 − 𝑠)
𝑡

−∞

𝑑𝑊𝑡
𝐻 + 𝑚 (1.1.4) 

 pour un 𝛼 > 0. Quand 𝛼 tend vers 0 :  

𝐸 [ sup
𝑡∈ [0,T]

|X𝑡
α − 𝑋0

𝛼 − 𝜈𝑊𝑡
𝐻|] → 0 (1.2.4) 

 

Cette proposition implique que dans le modèle RSFV, si 𝛼 ≪ 1/𝑇, et que l’on se restreint à l’intervalle 

[0, 𝑇], on peut considérer que le processus de log-volatilité suit un fBm. Nous allons donc prendre un 𝛼 

très petit, 𝛼 = 5 ∗ 10−4, tel que proposé dans Gatheral, et al., (2018). 

Gatheral, et al. (2018) montrent aussi le corollaire impliquant que la propriété d’échelle du fBm est 

reproduite approximativement par un processus d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire quand 𝛼 est petit. 

  Corollaire 1. Soit 𝑞 >  0, 𝑡 >  0, ∆ > 0. Pour 𝛼 tend vers 0 : 

E[|Xt+∆
α − Xt

α|q] → νqKq∆qH (1.2.5) 
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Ainsi pour déterminer la constante positive 𝜈 nous devons d’abord estimer l’homogénéité du processus 

de volatilité (smoothness of the volatility process), représenté par le paramètre de Hurst 𝐻. 

1.3 Estimation de l’homogénéité du processus de volatilité 

On suppose d’abord que nous avons des observations discrètes de la volatilité sur une échelle de temps 

avec des écarts ∆ sur l’intervalle [0, 𝑇] : 𝜎0, 𝜎∆, …, 𝜎𝑘∆, 𝑘 ∈  {0, ⌊𝑇/∆⌋}. On définit 𝑁 = ⌊𝑇/∆⌋, et pour 𝑞 ≥

0, on définit : 

𝑚(𝑞, ∆) =
1

𝑁
∑|log(𝜎𝑘∆) − log(𝜎(𝑘−1)∆)|

𝑞
𝑁

𝑘=1

 (1.3.1) 

 

On suppose que le processus des incréments de la log-volatilité est stationnaire et qu’une loi des grands 

nombres peut être appliquée. On peut aussi écrire 𝑚(𝑞, ∆) de la manière suivante : 

𝐸[|log(𝜎∆) − log(𝜎0)|𝑞]  (1.3.2) 

avec 𝜎∆ calculé comme dans l’équation  

𝑅𝑉𝑡
𝛿𝑡 = ∑ 𝑟𝑡,𝑗

2
𝑀

𝑗=1
 (2.1.2) 

. 

On peut déduire avec le corollaire 1 et l’équation  

𝐸[|log(𝜎∆) − log(𝜎0)|𝑞]  (1.3.2) 

 que : 

𝑚(𝑞, ∆) = νqKq∆qH  (1.3.3) 

 

Dans le cas classique avec un Mouvement Brownien Standard, 𝐻 = 0.5 et donc : 
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𝑚(2, ∆) = 𝜈2∆  

avec 𝑞 = 2 et 𝐾2 = 1 comme nous le voyons ci-dessous. 

Pour définir Kq nous pouvons utiliser le papier de Dupret, (2020) qui montre que pour des incréments 

d’un fBm (𝐵𝑡
𝐻)𝑡≥0 : 

𝐸 (|𝐵𝑡
𝐻 − 𝐵𝑠

𝐻|
1
𝛾) = 𝐸 (|𝐵𝑡−𝑠

𝐻 |
1
𝛾) = |𝑡 − 𝑠|

𝐻
𝛾 𝐸 (|𝐵1

𝐻|
1
𝛾) (1.3.4) 

 

Comme le processus de log-volatilité et le fBm ont les mêmes propriétés, on déduit que 𝐾𝑞 = 𝐸 (|𝐵1
𝐻|

1

𝛾) 4. 

Aussi, d’après les propriétés du fBm, 𝐸(|𝐵𝑡
𝐻|2) = 𝑡2𝐻 et donc 𝐸 [|𝐵1

𝐻|
2

] = 1, avec 𝑞 = 2. 

Nous pouvons enfin estimer 𝜈. Comme 𝑚(2, ∆) = ν2𝐸 [|𝐵1
𝐻|

2
] ∆2H, 

log(𝑚(2, ∆)) = 2𝐻 log(∆) + log(𝜈2) 

𝜈 = √
𝑚(2, ∆)

∆2𝐻
 

En prenant ∆= 1 pour des incréments journaliers, on obtient un 𝜈 = 0.3676. Dupret (2020) et Gatheral, 

et al. (2018) estiment un 𝜈 autour de 0.3 pour le S&P 500.  

 

 
4 ∆𝑞𝐻= |𝑡 − 𝑠|𝐻/𝛾 , 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑞 =

1

𝛾
. 
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CHAPITRE 2 

Données et méthodologie 

2.1 Traitement des données 

Pour les données nous prenons des données tick-by-tick des échanges sur la plateforme Bitstamp en 

dollars US. Ces données montrent le prix d’échange du bitcoin pour chaque transaction sur cette 

plateforme (données tick-by-tick). On les télécharge sur Bitcoincharts 5. On choisit d’avoir des données 

tick-by-tick pour avoir une granularité la plus fine possible. Ainsi, après un traitement des données nous 

pouvons avoir la série de prix du bitcoin du 28 janvier 2015 au 14 janvier 2022 avec des intervalles de 5 

minutes. On choisit cette date pour le début de la série car c’est le début d’un nouveau cycle et les 

volumes6 sont plus importants qu’auparavant. Le choix de la plateforme Bitstamp est motivé par le fait 

que l’historique de prix y est le plus ancien et il n’y a pas de problème dans les données (données 

manquantes…).  

Avec ces données nous voulons calculer la volatilité journalière des prix. Comme nous ne pouvons pas 

observer directement cette volatilité, nous calculons un proxy de celle-ci que l’on appelle la volatilité 

réalisée (realized volatility - RV).  

On dénote 𝑝𝑡𝑛 ; 𝑡𝑛 = 𝑛𝛿𝑡; 𝑛 =  0, 1, … , 𝑀 le 𝑛𝑖è𝑚𝑒 prix avec des échantillons de période 𝛿𝑡 au jour 𝑡 où 

𝑀 =  1440𝑚𝑖𝑛 / 𝛿𝑡 𝑚𝑖𝑛 . Ici nous prenons 𝛿𝑡 =  5  minutes et donc 𝑀 =  288 . Une journée est 

découpée en 288 segments de 5 minutes et le prix du bitcoin est coté toute la journée (24 heures). On 

définit le rendement 𝑟𝑡,𝑗  de la 𝑗𝑒 période de la journée 𝑡 par la différence logarithmique des prix : 

𝑟𝑡,𝑗 = log 𝑝𝑡,𝑗 − log 𝑝𝑡,𝑗−1 (2.1.1) 

 

La 𝑅𝑉 journalière au jour 𝑡 avec des segments 𝛿𝑡 de 5 minutes est : 

 
5 https://api.bitcoincharts.com/v1/csv/ 

6 https://messari.io/asset/bitcoin/chart/txn-vol 
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𝑅𝑉𝑡
𝛿𝑡 = ∑ 𝑟𝑡,𝑗

2
𝑀

𝑗=1
 (2.1.2) 

Idéalement on veut 𝛿𝑡 =  0 pour que la 𝑅𝑉 converge vers ce qu’on appelle l’integrated volatility mais les 

bruits de marché pour un 𝛿𝑡 faible sont problématiques (market microstructure noise). C’est pour cette 

raison que nous prenons un 𝛿𝑡 de 5 minutes qui est un bon compromis (Bandi, et al., 2006) ; (Liu, et al., 

2015). 

Nous nous intéressons à estimer le coefficient généralisé de Hurst avec la méthode multifractal detrended 

fluctuation analysis (MF-DFA) comme dans l’article de Kantelhardt, et al. (2002). Nous considérons aussi 

la méthode utilisant la structure function (méthode SF) présente chez Gatheral, et al., (2018). Nous 

pouvons ainsi comparer les résultats des deux méthodes et choisir celle qui nous paraît être la meilleure. 

Estimer ce coefficient permet par la suite d’estimer le mouvement Brownien fractionnaire qui est 

nécessaire pour modéliser la volatilité du bitcoin. Notre analyse porte donc sur la volatilité du bitcoin, la 

série avec laquelle nous travaillons est une série des incréments de la log-volatilité calculés de la manière 

suivante : 

𝐿𝑉𝑡
∆ = log(𝑅𝑉𝑡

0.5) − log (𝑅𝑉𝑡−1
0.5 ) (2.1.3) 

avec ∆ = 1 jour. 

C’est sur cette série que nous allons travailler et utiliser la méthode MF-DFA et SF pour déterminer notre 

coefficient de Hurst. 

Figure 2.1 - Incréments journaliers de la log-volatilité du bitcoin du 28 janvier 2015 au 14 janvier 
2022. 
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2.2 Méthode MF-DFA 

2.2.1 Étape 1 

Pour appliquer la méthode MF-DFA, il faut travailler avec une série agrégée. Une série de prix est un 

exemple de série agrégée, mais la série de rendements à partir de ces prix n’est pas agrégée. Notre série 

est composée des incréments de la log-volatilité, elle n’est donc pas agrégée. Nous transformons notre 

série pour qu’elle le soit. On appelle notre série agrégée 𝑌(𝑛) et 𝐿𝑉𝑡 est la série non-agrégée : 

𝑌(𝑛) =  ∑(𝐿𝑉𝑡 − 𝐿𝑉̅̅̅̅ )

𝑛

𝑡=1

 (2.2.1) 

pour 𝑛 =  1, … , 𝑁  ( 𝑁  le nombre de jours dans notre série de données) et 𝐿𝑉̅̅̅̅  est la moyenne des 

observations 𝐿𝑉𝑡 ; 𝐿𝑉̅̅̅̅ =
1

𝑁
∑ 𝐿𝑉𝑡

𝑁
𝑡=1 . 

2.2.2 Étape 2  

On note 𝑆 un ensemble d’entiers positifs pour le segment de taille de 𝑠. Ici nous prenons 𝑆 tous les entiers 

positifs entre 25 et 254 et pour chaque 𝑠 ∈  𝑆 on découpe la série 𝑌(𝑛) en 𝑁𝑠 = ⌊
𝑁

𝑠
⌋ segments qui ne se 

chevauchent pas, de taille 𝑠. 

Par exemple si notre série 𝑌(𝑛) contient 2542 valeurs et que l’on prend une taille de segment 𝑠 =  25, 

𝑁𝑠 = ⌊
𝑁

𝑠
⌋ = ⌊

2542

25
⌋ = 101. On peut donc faire 101 segments de 25 valeurs avec notre série 𝑌(𝑛) mais il 

reste des valeurs à la fin de la série. Pour régler ce problème nous refaisons 101 segments de 25 valeurs 

mais la première valeur du premier segment sera la première valeur restante à la fin de la série 𝑌(𝑛). Ainsi 

nous aurons 202 segments, soit 2𝑁𝑠. Dans le cas où 𝑠 =  41, 2542 est un multiple de 41 donc toutes les 

valeurs de la série 𝑌(𝑛) sont utilisées pour faire nos segments et il y a 𝑁𝑠 = 62 segments. 

Pour définir notre intervalle 𝑆 on prend max (20, ⌊
𝑁

100
⌋) pour 𝑠𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 et min (20𝑠𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚, ⌊

𝑁

10
⌋) pour 

𝑠𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 (Thompson & Wilson, 2014). 
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2.2.3 Étape 3 

On note 𝑣 = 1, … ,2𝑁𝑠  le 𝑣𝑖è𝑚𝑒  segment de taille 𝑠. Pour chaque segment 𝑣 on ajuste (fit) une courbe 

polynomiale de degré 3, dénotée 𝑦𝑣(𝑖). Ainsi on obtient une courbe polynomiale ajustée à chaque segment 

de taille 𝑠. On calcul ensuite l’estimateur de la variance résiduelle pour chaque segment 𝑣 : 

𝐹2(𝑣, 𝑠) =
1

𝑠
∑{𝑦(𝑖) − 𝑦𝑣(𝑖)}

2
𝑠

𝑖=1

 (2.2.2) 

pour 𝑣 =  1, … , 2𝑁𝑠 

2.2.4 Étape 4 

On note 𝑄’ une sous-série prédéfinie de 𝑄 qui contient 0 et des valeurs positives et négatives de 𝑞, on 

prend 𝑞 =  [−25,25]. 

Pour une taille de segment 𝑠 ∈  𝑆 donnée et pour 𝑞 ∈  𝑄’, on calcul la fonction de fluctuation d’ordre 𝑞 à 

partir de 𝐹2(𝑣, 𝑠) : 

𝐹𝑞(𝑠) = {
1

2𝑁𝑠
∑[𝐹2(𝑣, 𝑠)]

𝑞
2  

2𝑁𝑠

𝑣=1

}

1
𝑞

 (2.2.3) 

pour 𝑞 ∈  𝑄’ \ {0} 

𝐹0(𝑠) = exp {
1

4𝑁𝑠
∑ 𝑙𝑜𝑔[𝐹2(𝑣, 𝑠)] 

2𝑁𝑠

𝑣=1

} (2.2.4) 

pour 𝑞 = 0 

On répète les étapes 2 à 4 pour chaque taille de segment 𝑠 ∈  𝑆.  

2.2.5 Étape 5 

Pour chaque 𝑞 ∈  𝑄’  on régresse log[𝐹𝑞(𝑠)]  sur log(𝑠)  pour tout 𝑠 ∈  𝑆 . Le paramètre estimé est 

l’estimateur de ℎ(𝑞), le coefficient de Hurst. Comme nous pouvons le voir dans la Figure 3.2, le coefficient 

varie en fonction de 𝑞 et indique de la multifractalité comme le montre Kantelhardt, et al., (2002). Nous 
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ne traitons pas de cet aspect dans notre essai. Afin de déterminer un coefficient de Hurst général nous 

prenons la moyenne des ℎ(𝑞) pour 𝑞 = [1,5]. 

2.3 Méthode SF 

Nous calculons maintenant le coefficient de Hurst avec la méthode SF utilisée dans Gatheral, et al., (2018). 

En utilisant l’équation 

𝑚(𝑞, ∆) =
1

𝑁
∑|log(𝜎𝑘∆) − log(𝜎(𝑘−1)∆)|

𝑞
𝑁

𝑘=1

 (1.3.1) 

, nous calculons différentes valeurs de 𝑚(𝑞, ∆)  en prenant 𝑞 = (0,3]  et ∆= [1,50] . Le graphique de 

log(𝑚(𝑞, ∆)) par rapport à log(∆) met en évidence la relation linéaire décrite par l’équation 

𝑚(𝑞, ∆) = νqKq∆qH  (1.3.3) 

: 

log(𝑚(𝑞, ∆)) = 𝑞𝐻 log(∆) + log(𝜈𝑞) (2.3.1) 

(le graphique est présenté dans la Figure 3.5. 

On régresse log(𝑚(𝑞, ∆)) sur log(∆) pour chaque 𝑞 et les 𝛽 de cette régression sont définis comme 𝜁𝑞 =

𝐻𝑞. On voit que le coefficient de Hurst 𝐻 est en fait la pente de la droite formée par les points 𝜁𝑞 (cf. Figure 

3.6). 

Nous avons donc deux méthodes pour calculer le coefficient de Hurst, il peut être utile de comparer les 

résultats de ces deux méthodes et choisir quelle est celle qui nous convient. 
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CHAPITRE 3 

Résultats 

Dans cette section nous présentons les résultats des méthodes décrites dans les parties précédentes. Nous 

utilisons le logiciel MATLAB pour programmer et obtenir les résultats (valeurs, graphiques, etc.). 

3.1 Calcul du coefficient de Hurst 

3.1.1 Méthode MF-DFA 

Pour la méthode MF-DFA, il s’agit d’obtenir des résultats similaires à Takaishi, (2020). Il est donc 

intéressant de voir le graphique de la fonction de fluctuation 𝐹𝑞(𝑠) 

𝐹𝑞(𝑠) = {
1

2𝑁𝑠
∑[𝐹2(𝑣, 𝑠)]

𝑞
2  

2𝑁𝑠

𝑣=1

}

1
𝑞

 (2.2.3) 

. 

Chaque courbe correspond à une fonction de fluctuation pour différentes valeurs de 𝑞 croissantes de bas 

en haut. Ce graphique est similaire à celui de l’article de Takaishi (2020), et indique que l’on est sur la 

bonne voie pour déterminer le coefficient de Hurst. 

Figure 3.1 - Fonction de fluctuation pour q de -25 pour la courbe la plus basse à 25 pour la courbe 
la plus haute. 
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Le graphique ci-dessus montre le coefficient de Hurst 𝐻 pour différentes valeurs de 𝑞. Nous avons donc 

plusieurs valeurs de ℎ(𝑞). Afin de déterminer un coefficient de Hurst général, nous prenons la moyenne 

des ℎ(𝑞) pour 𝑞 = [1,5] (comme expliqué plus haut). Le résultat est 𝐻 = 0.1645.  

En comparant avec les résultats de Takaishi (2020) celui-ci obtient un coefficient de Hurst autour de 0.14 

pour la période du 28 janvier 2015 au 6 janvier 2019, nous pouvons constater que notre résultat est 

relativement proche de ce résultat et cohérent avec la théorie d’une volatilité « rough » avec un coefficient 

bien inférieur à 0.5, c’est-à-dire des incréments de la log-volatilité négativement corrélés illustrés par 

l’irrégularité de la série que l’on peut voir sur la Figure 2.1. 

À titre de comparaison nous calculons aussi le coefficient de Hurst du S&P 500 avec cette méthode sur le 

même intervalle de temps utilisé précédemment (du 28 janvier 2015 au 14 janvier 2022). Le résultat est 

𝐻 = 0.1992. Ce résultat est conforme avec le coefficient trouvé pour le bitcoin. Nous pouvons aussi dire 

que, sur cette période, les incréments de la log-volatilité du bitcoin ont un comportement plus chaotique 

ou « rough » (les incréments sont plus négativement corrélés) que ceux du S&P 500.  

 

Figure 3.2 - Coefficients de Hurst pour différentes valeurs de q. 
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3.1.2 Méthode SF 

Pour la méthode SF nous pouvons comparer nos résultats avec l’article de Takaishi, (2020). 

Gatheral, et al., (2018) utilisent cette méthode pour déterminer le coefficient de Hurst du S&P 500 sur la 

période du 3 janvier 2000 au 31 mars 2014. 

 

Figure 3.3 - Coefficients de Hurst pour différentes 
valeurs de q pour le S&P 500. 

Figure 3.4 - Fonction de fluctuation pour q de -25 à 
25 pour le S&P 500. 

Figure 3.5 - 𝑙𝑜𝑔(𝑚(𝑞, ∆)) en fonction de 𝑙𝑜𝑔(∆) pour le bitcoin. 
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Sur ce graphique nous voyons log(𝑚(𝑞, ∆))  par rapport à log(∆) pour différentes valeurs de 𝑞 . Pour 

chaque 𝑞, nous avons tracé une droite de régression. Les coefficients de la pente de chacune des droites 

sont ensuite représentés dans le graphique ci-dessous (𝜁𝑞). 

On ajuste ensuite une droite sur la droite 𝜁𝑞, le coefficient de la pente de cette nouvelle droite est le 

coefficient de Hurst. 

Ainsi nous obtenons 𝐻 = 0.1342, ce qui est légèrement inférieur au coefficient de Hurst trouvé avec la 

méthode MF-DFA. Nous voyons dans la prochaine partie ci-dessous quel coefficient nous retiendrons. 

Takaishi (2020) trouve un 𝐻 autour de 0.155 avec la méthode SF (légèrement plus élevé que la méthode 

MF-DFA). 

Gatheral, et al., (2018) obtiennent un 𝐻 = 0.142 pour le S&P 500 et 𝐻 = 0.139 pour le Nasdaq (sur la 

période du 3 janvier 2000 au 31 mars 2014). Nous calculons un 𝐻 = 0.1778 pour le S&P 500 sur la période 

du 28 janvier 2015 au 14 janvier 2022. 

Tous ces résultats sont résumés dans le tableau ci-dessous. Il y a de légères variations dans les résultats 

qui peuvent s’expliquer par des périodes de temps choisies différentes. On peut toutefois voir que le 

coefficient de Hurst du bitcoin semble généralement plus faible que celui du S&P 500. Il reste difficile de 

tirer une quelconque conclusion sur ce point.  

 

Figure 3.6 - 𝜁𝑞 en fonction de q et sa droite ajustée. 
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Tableau 3.1 - Coefficients de Hurst pour différentes périodes et pour les méthodes SF et MF-DFA. 

 

MÉTHODE BTC (2015/2019) BTC (2015/2022) S&P500 

(2000/2014) 

S&P500 

(2015/2022) 

SF 0.155 0.1342 0.12637 0.1778 

MF-DFA 0.14 0.1645 0.1335 0.1992 

 

3.2 Choix de la méthode 

Nous avons vu deux méthodes différentes pour déterminer le coefficient de Hurst. Il s’agit maintenant de 

choisir quelle méthode nous retenons pour simuler le mouvement Brownien fractionnaire (fBm). 

Pour ce faire, nous nous intéressons à l’évolution du coefficient de Hurst calculé avec les deux méthodes 

sur une période de deux ans, du 14 janvier 2020 au 14 janvier 2022. 

Dans un premier temps, nous prenons 4 ans de données antérieures au 14 janvier 2020 pour calculer le 

coefficient. Pour chaque jour qui suit, nous prenons les données des 4 années précédentes. Ainsi le 

premier coefficient est calculé avec des données à partir du 14 janvier 2016 et le dernier coefficient avec 

des données à partir du 14 janvier 2018. 

Nous pouvons voir avec ce graphique (Figure 3.7) que le coefficient de Hurst reste sur une tendance neutre 

pour les deux méthodes avec 𝐻 autour de 0.18 pour la méthode MF-DFA et 𝐻 autour de 0.14 pour la 

méthode SF. 

Dans un second temps, nous voulons voir l’impact de l’ajout de données sur le calcul de 𝐻. Ainsi, calculons 

le coefficient pour la même période que plus haut avec 4 ans de données pour le premier 𝐻 le 14 janvier 

 
7 Cette valeur a été calculée par le modèle que l’on a programmé. Elle diffère légèrement de la valeur présentée 
par Gatheral, et al., (2018). 
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2020. Chaque jour, le coefficient est recalculé avec une journée de donnée en plus, ainsi pour le dernier 

jour nous avons 6 ans de données (de 2016 à 2022) au lieu des 4 ans dans le calcul précédent.  

 

Figure 3.7 - Coefficient de Hurst sur deux ans avec les deux méthodes et 4 ans de 
données. 

Figure 3.8 - Coefficient de Hurst sur deux ans avec les deux méthodes avec 4 ans et plus de données. 
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Nous pouvons observer (Figure 3.8) cette fois-ci que le calcul de 𝐻 est plus stable pour les deux méthodes. 

De plus, on voit que la méthode MF-DFA a une tendance à la baisse sur les derniers mois. On peut supposer 

que la méthode MF-DFA surestime le coefficient de Hurst. Nous utilisons donc le coefficient de Hurst 

calculé avec la méthode SF pour nos simulations. 
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CHAPITRE 4 

Simulation des processus et mesure du risque 

4.1 Simulation de la volatilité et du prix du bitcoin 

On peut maintenant simuler les processus présentés en  

𝑋(𝑛+1)𝛿 = 𝑋𝑛𝛿 + 𝜈(𝑊(𝑛+1)𝛿
𝐻 − 𝑊𝑛𝛿

𝐻 ) + 𝛼𝛿(𝑚 − 𝑋𝑛𝛿) (1.2.1) 

 et  

𝑃(𝑛+1)𝛿 = 𝑃𝑛𝛿 + 𝜇𝛿𝑃𝑛𝛿 + 𝑃𝑛𝛿√(𝜎𝑛𝛿
2 )𝑑𝑊 (1.2.3) 

.On s’intéresse à calculer ensuite une 𝑉𝑎𝑅 95% sur 10 jours et 30 jours, nous simulons la variance et le 

prix du bitcoin pour les 10 et 30 prochains jours à l’aide de la méthode Monte Carlo. Le prix 𝑃 est simulé 

selon la discrétisation d’Euler de l’équation  

𝑃(𝑛+1)𝛿 = 𝑃𝑛𝛿 + 𝜇𝛿𝑃𝑛𝛿 + 𝑃𝑛𝛿√(𝜎𝑛𝛿
2 )𝑑𝑊 (1.2.3) 

 et le mouvement Brownien fractionnaire 𝑊𝐻est simulé grâce à une fonction MATLAB écrite par Kroese 

& Botev, (2015). Nous choisissons la VaR comme mesure de risque car c’est une mesure de risque de 

marché très répandue parmi les institutions financières (McKinsey & Company, 2012) et les accords de 

Bâle donnent une méthode de calcul de VaR (Kou, Peng, & Heyde, 2013). 



 

24 

On effectue un million de simulations pour avoir un résultat précis. 

On peut voir en rouge sur ces graphiques la volatilité simulée pour une seule simulation (parmi le million 

de simulations). L’allure chaotique de la courbe est bien représentée, cela conforte le choix et la calibration 

du modèle. La volatilité annualisée sur cette période est de 76.86%. À titre de comparaison, celle du S&P 

500 est de 26.20%. 

De même pour le prix, l’allure de la courbe est respectée et le mouvement des prix simulés est 

représentatif du mouvement des prix passés. 

Figure 4.1 a. et b. - Volatilité simulée du bitcoin (en rouge) à la suite de la volatilité réalisée des deux dernières 
années (en bleu). Pour 30 jours simulés à gauche et 10 jours simulés à droite. 

Figure 4.2 a. et b. - Prix simulé du bitcoin (en rouge) à la suite du prix des deux dernières années (en bleu). Pour 30 
jours simulés à gauche et 10 jours simulés à droite. 
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4.2 Analyse de la VaR 

 

Ici, nous avons les histogrammes des rendements sur 10 et 30 jours. Nous voulons estimer une 𝑉𝑎𝑅 95% 

sur ces deux horizons temporels, l’observation de ces histogrammes montre ce à quoi nous pouvons nous 

attendre. Pour 30 jours on voit que les pertes maximales se situent autour de -90% (phénomène 

extrêmement rare) et que le 5% des pires performances (queue gauche de la distribution) se situe entre -

35% et -90%. 

Figure 4.3 a. et b. - Histogrammes des rendements simulés. Pour 30 jours simulés à gauche et 10 jours simulés à 
droite. 
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Pour 10 jours la perte maximale est moins extrême et se situe autour de -60%. Le 5% des pires 

performances se situe plutôt entre -20% et -60%. 

Après avoir effectué le million de simulations, nous pouvons calculer le rendement sur la période (avec le 

dernier prix observé comme point initial). Nous trions ensuite ces rendements du plus faible au plus élevé 

et l’observation qui correspond à 5% du nombre d’observations (1000000*0.05 = 50000ème observation ici) 

est définie comme étant la 𝑉𝑎𝑅 95%. Pour une période de 30 jours, nous obtenons une 𝑉𝑎𝑅 95% de 

31.48% et pour une période de 10 jours 17.96%. 

Nous allons maintenant nous intéresser à l’évolution quotidienne de la VaR sur une période de deux ans, 

du 14 janvier 2020 au 14 janvier 2022. 

 

Comme nous pouvons le voir sur le graphique, la VaR est très volatile et dépend fortement de la volatilité. 

Le graphique ci-haut présente les VaR 10 jours et 30 jours en valeur absolue. Nous avons choisi de l’afficher 

comme ça pour montrer la similarité du graphique avec celui de la volatilité réalisée en dessous. Nous 

avons aussi calculé la VaR avec la méthode MF-DFA pour le calcul du coefficient de Hurst, les valeurs de la 

VaR ne présentent aucunes différences visibles (Prix du bitcoin du 14 janvier 2020 au 14 janvier 2022 (à 

Figure 4.4 a. et b. - Zoom des histogrammes précédents sur la queue gauche de la distribution. Pour 30 jours simulés 
à gauche et 10 jours simulés à droite. 

Figure 4.5 - Comparaison entre la VaR (en %) quotidienne calculée à partir d’une volatilité estimée avec un 
modèle RSFV sur les deux dernières années et la volatilité réalisée pour la même période. 
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gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et 

SF (en orange).Figure 5.14). 

À titre de comparaison, nous calculons la VaR quand la volatilité du bitcoin est simulée par un processus 

EGARCH. 

 

La VaR quotidienne obtenue présente une certaine stabilité et dépend plus faiblement de la volatilité 

réalisée comme avec notre modèle de « rough volatility ». On en conclut que la corrélation négative de la 

volatilité et la propriété de persistance des périodes de haute volatilité en alternance avec des périodes 

de basse volatilité (volatility clustering), deux caractéristiques typiques du modèle RSFV lorsque 𝐻 <
1

2
 , 

engendrent une VaR qui est beaucoup plus variable dans le temps que dans les modèles classiques de 

volatilité. 

 

Figure 4.6 - Valeur de la VaR (en %) quotidienne avec une volatilité simulée par EGARCH. 
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CHAPITRE 5 

Diversification d’un portefeuille avec du bitcoin 

5.1 Corrélation 

Maintenant que nous avons déterminé le risque de marché du bitcoin il peut être intéressant de voir la 

pertinence d’intégrer cet actif dans un portefeuille traditionnel. Dans un premier temps nous pouvons 

étudier la corrélation entre les rendements du bitcoin et ceux du S&P 500 pour différentes périodes. 

Tableau 5.1 - Coefficient de Corrélation entre les rendements du BTC et du S&P 500 pour différentes 
périodes. 

PERIODE 2013 – 

2015 

2015 – 

2017 

2017 – 

2019 

2019 – 

2021 

2013 – 

2018 

2018 – 

2022 

2021 – 

2022 

COEFFICIENT 0.00199 -0.00078 0.01609 -0.08552 0.00463 -0.05271 -0.02883 

P-VALUE 0.9638 0.9859 0.7192 0.0548 0.8681 0.0944 0.6481 

 

En ce qui concerne les périodes choisies, nous prenons des intervalles de deux ans entre 2013 et 2021 puis 

deux intervalles de temps plus long avec 2018 comme année de séparation. Cette année de 2018 n’est pas 

choisie au hasard, effectivement elle correspond à l’année d’introduction des futures sur le bitcoin 

(décembre 2017)8 et au sommet de la bulle spéculative. Depuis cette année-là, le bitcoin est devenu 

beaucoup plus populaire autant chez les investisseurs particuliers que chez les investisseurs institutionnels 

comme nous l’avons mentionné dans l’introduction. On peut donc imaginer un changement dans la 

corrélation de cet actif face aux marchés traditionnels, mais nous n’observons pas de tel changement. En 

effet, la p-value pour la plupart des périodes ne nous permet pas de rejeter l’hypothèse de corrélation 

nulle. Nous pouvons rejeter cette hypothèse pour la période 2019/2021 et 2018/2022, pour ces deux 

périodes le coefficient de corrélation est légèrement négatif et statistiquement significatif pour un seuil 

de 10%. Klein, et al., (2018) vont plus loin et appliquent un modèle de corrélation dynamique avec la 

 
8 https://bitcoinmagazine.com/culture/bitcoin-futures-are-here-story-so-far 
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méthode BEKK-GARCH et montrent que la corrélation change brutalement de négative à positive quand 

le S&P 500 est dans un mouvement baissier.  

À la lumière de ces résultats sur les corrélations, nous pouvons dire que le bitcoin offre un fort pouvoir de 

diversification à long terme comme le montrent les coefficients de corrélation de Pearson calculés. 

Cependant il faut être conscient que pendant les phases de marché baissier, la détention de bitcoin dans 

un portefeuille peut engendrer des pertes plus importantes qu’un portefeuille qui n’en détient pas. 

5.2 Historique de portefeuilles 

Nous allons maintenant voir l’effet de l’ajout du bitcoin sur un portefeuille composé du S&P 500. Dans les 

graphiques que nous pouvons voir en annexe A, nous affichons 3 courbes : l’évolution du S&P 500, 

l’évolution du portefeuille bitcoin / S&P 500 sans rééquilibrage et l’évolution du portefeuille avec 

rééquilibrage. 

Le portefeuille sans rééquilibrage est un portefeuille dans lequel une position est prise sur le S&P 500 et 

sur le bitcoin (en fonction des pondérations choisies) et cette position est maintenue sur toute la période 

(la quantité de bitcoin et de S&P 500 reste constante). 

Le portefeuille avec rééquilibrage, quant à lui, fait varier plusieurs paramètres : 

- L’objectif de pondération du bitcoin. On veut par exemple que notre position bitcoin soit autour 

de 10% de notre portefeuille total pour toute la période. 

- La pondération maximale tolérée pour notre position bitcoin. Si cette pondération maximale est 

dépassée alors on rééquilibre notre portefeuille en vendant une partie de notre position bitcoin 

pour revenir à l’objectif de pondération. 

- La pondération minimale tolérée pour notre position bitcoin. Si la position passe sous le seuil 

minimal alors on rééquilibre notre portefeuille en achetant du bitcoin (financé par la vente de 

notre position sur le S&P 500) pour revenir à l’objectif de pondération. 

- La fréquence de rééquilibrage. Nombre de sessions de trading (jour où le marché est ouvert) entre 

lesquelles il faut attendre pour prendre une décision de rééquilibrage. Par exemple, toutes les 5 

séances de marché, je rééquilibre mon portefeuille si nécessaire (c.-à-d. si la pondération 

maximale ou minimale n’est pas respectée). 
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La période couverte est du 6 janvier 2020 au 7 janvier 2022 avec une fréquence de rééquilibrage de 5 

séances de marché. 

Tableau 5.2 - VaR historique 10 jours et 30 jours, écart-type et moyenne des rendements journaliers et 
ratio moyenne/écart-type pour des portefeuilles avec des pondérations différentes. Du 6 janvier 2020 au 

7 janvier 2022. 

PORTEFEUILLE 

(S&P 500 - BTC) 

100-0 90-10 80-20 75-25 70-30 0-100 

VAR 10 JOURS 5.86% 4.53% 4.93% 5.40% 6.38% 17.94% 

VAR 30 JOURS 10.14% 7.85% 8.53% 9.35% 11.06% 31.07% 

PERFORMANCE 

SUR LA PÉRIODE 

44.07% 73.67% 106.09% 126.66% 147.40% 454.16% 

𝝈 1.65% 1.54% 1.60% 1.68% 1.82% 4.84% 

𝝁 0.072% 0.109% 0.143% 0.161% 0.179% 0.338% 

𝝁

𝝈
 0.047 0.071 0.090 0.096 0.098 0.070 

 

Comme nous pouvons le voir sur le tableau ci-dessus, nous avons plusieurs mesures de risque pour 

différentes pondérations du bitcoin dans le portefeuille (avec rééquilibrage). On voit qu’un portefeuille 

composé uniquement de S&P 500 (100-0) possède une VaR historique 10 jours et 30 jours plus élevée que 

des portefeuilles avec une part de bitcoin qui ne dépasse pas 30% du portefeuille. Nous mesurons aussi 

l’écart-type des rendements journaliers 𝜎 ainsi que la moyenne de ces rendements 𝜇 pour les différents 

portefeuilles. Ces deux mesures servent à calculer un ratio 
𝜇

𝜎
 qui s’apparente au ratio de Sharpe qui mesure 

le rendement ajusté au risque. On peut considérer qu’un ratio élevé est positif puisqu’il implique un 

rendement plus élevé relativement au risque pris. On constate qu’un portefeuille composé uniquement 
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du S&P 500 a le ratio le plus faible par rapport aux autres portefeuilles et que le ratio le plus élevé est 

obtenu par le portefeuille avec 30% de bitcoin. 

Ces différentes mesures nous amènent à dire qu’il pourrait être pertinent d’avoir un portefeuille composé 

de 25% de bitcoin et 75% de S&P 500 (ou 20% bitcoin et 80% S&P 500 selon le profil de risque). Les VaR 

10 et 30 jours sont plus faibles que pour un portefeuille 100% S&P 500 et le ratio 
𝜇

𝜎
 est plus élevé. Par 

ailleurs, on peut noter que les VaR historiques du portefeuille 100% bitcoin (0-100) sont très proches des 

VaR calculées dans la partie 4.2. 

Nous pouvons reproduire ce tableau pour une autre période, entre le 8 janvier 2018 et le 6 janvier 2020. 

Cette période correspond à une phase de marché baissier pour le bitcoin, mais haussier pour le S&P 500, 

on s’attend donc à des résultats différents sur nos portefeuilles. 

Tableau 5.3 - VaR historique 10 jours et 30 jours, écart-type et moyenne des rendements journaliers et 
ratio moyenne/écart-type pour des portefeuilles avec des pondérations différentes. Du 8 janvier 2018 au 

6 janvier 2020. 

PORTEFEUILLE 

(S&P 500 - BTC) 

100-0 90-10 80-20 75-25 70-30 0-100 

VAR 10 JOURS 4.76% 4.86% 5.52% 6.58% 7.38% 30.80% 

VAR 30 JOURS 8.24% 8.42% 9.56% 11.39% 12.79% 53.36% 

PERFORMANCE 

SUR LA PÉRIODE 

18.14% 13.80% 10.39% 6.01% 5.79% -52.09% 

𝝈 0.95% 0.95% 1.18% 1.36% 1.58% 5.03% 

𝝁 0.033% 0.026% 0.020% 0.012% 0.011% -0.15% 

𝝁

𝝈
 0.035 0.027 0.017 0.0088 0.0070 -0.030 
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Nous voyons qu’en fonction de la période de temps choisie, l’impact du bitcoin dans un portefeuille est 

complètement différent. Aucun portefeuille n’a un meilleur rendement journalier moyen qu’un 

portefeuille composé à 100% du S&P 500 et aucun portefeuille n’a un écart-type inférieur à ce portefeuille 

100% S&P 500, cela se traduit par un ratio 
𝜇

𝜎
 qui est plus élevé. On remarque que les VaR historiques des 

différents portefeuilles restent relativement proches de celles calculées pour l’autre période, une 

pondération raisonnable de bitcoin affecte peu les pertes potentielles d’un portefeuille. 

Aussi, on constate que les VaR historiques du bitcoin sont beaucoup plus élevées pour la période 2018-

2020 que pour la période 2020-2022. Cet écart de valeur renforce la crédibilité de notre modèle RSFV qui 

présente de fortes variations dans l’évolution de la VaR. 

Tableau 5.4 - Comparaison de la VaR 30 jours, de l'écart-type et de la moyenne des rendements 
journaliers simulés sur 30 jours pour le modèle RSFV et EGARCH 

PRIX 

SIMULÉS 

SUR 30 

JOURS 

S&P 500 

(MODÈLE 

RSFV) 

S&P 500 

(MODÈLE 

EGARCH) 

BTC 

(MODÈLE 

RSFV) 

BTC 

(MODÈLE 

EGARCH) 

PORTEFEUIL

LE 80-20 

(MODÈLE 

RSFV) 

PORTEFEUIL

LE 80-20 

(MODÈLE 

EGARCH) 

VAR 30 

JOURS 

12.18% 10.54% 31.48%9 32.72% 15.99% 11.95% 

𝝈 1.32% 1.08% 3.78%10 4.08% 1.80% 1.29% 

𝝁 -0.00096% 0.0012% -0.049%11 -0.000036% -0.014% -0.00039% 

 

Le tableau ci-dessus montre quelques mesures pour comparer les simulations de prix sur 30 jours avec 

notre modèle RSFV et un modèle EGARCH. Nous pouvons constater que le modèle EGARCH tend à 

sous-estimer la VaR pour le S&P 500 et le portefeuille. De plus la VaR historique calculée plus haut semble 

 
9 32.81% avec un coefficient de Hurst calculé avec la méthode MF-DFA. 

10 3.85% avec un coefficient de Hurst calculé avec la méthode MF-DFA. 

11 -0.057% avec un coefficient de Hurst calculé avec la méthode MF-DFA. 
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trop faible dans les périodes de marché haussier par rapport à la VaR estimée avec le modèle RSFV. 

Enfin, nous voyons que la méthode de calcul MF-DFA pour le coefficient de Hurst semble surestimer les 

valeurs obsevées par rapport à la méthode SF. 
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CONCLUSION 

Nous avons finalement réussi à définir un modèle RSFV permettant de mieux décrire les différentes 

propriétés de la volatilité du bitcoin. Avec la méthode MF-DFA et la méthode SF nous avons pu estimer le 

coefficient de Hurst, ce qui nous a permis de simuler la volatilité et le prix du bitcoin. Avec ces simulations 

nous avons défini une VaR (30 jours et 10 jours) ainsi que l’évolution de cette VaR sur les deux dernières 

années. En comparant avec l’évolution de la VaR obtenue avec un modèle EGARCH, nous avons vu que 

notre modèle RSFV engendrait une VaR avec de plus fortes variations à travers le temps. Cette observation 

est due aux caractéristiques de la volatilité (volatility clustering et corrélation négative entre rendement 

du bitcoin et variations de la volatilité) et est plus représentative de la réalité que les résultats obtenus par 

le modèle EGARCH.  

De plus, les mesures de corrélation et de performances ont montré que le bitcoin peut offrir une bonne 

diversification à long terme dans un portefeuille composé du S&P 500. Il reste important de bien gérer la 

pondération du bitcoin dans notre portefeuille ainsi que de la fréquence de rééquilibrage pour mieux gérer 

le risque. Effectivement cet actif reste risqué comme le montrent les fortes variations de la VaR, 

néanmoins sur les deux dernières années un portefeuille avec une pondération de 20% de bitcoin et 80% 

de S&P 500 affiche un meilleur rendement journalier moyen pour un risque journalier moyen plus faible 

par rapport au S&P 500. En revanche, quand le prix du bitcoin est dans une phase baissière (2018-2020), 

il est préférable de détenir peu de bitcoin. Dans tous les cas il n’y a pas de raisons de ne pas détenir du 

bitcoin dans son portefeuille à long terme, d’après nos observations les pertes potentielles augmentent 

très peu (par rapport à un portefeuille 100% S&P 500) quand le prix du bitcoin est dans une phase baissière 

et diminuent quand le prix du bitcoin est dans une phase haussière. 

Le bitcoin reste encore très jeune, mais il s’intègre de plus en plus dans les portefeuilles des gérants 

institutionnels et des particuliers. De plus en plus cet actif est sérieusement considéré comme un actif 

risqué au même titre que des actions plutôt que comme un placement alternatif, et les nombreuses 

recherches à son sujet montrent un réel engouement. Les prochains mois et les prochaines années seront 

très intéressants pour le bitcoin, effectivement nous ne savons pas comment cet actif réagit dans un 
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contexte de récession économique ou dans un contexte où la Réserve Fédérale des États-Unis augmente 

fortement ses taux directeurs et retire ses liquidités du marché12.  

Cet essai a montré une façon de modéliser et simuler la volatilité du bitcoin, de calculer d’autres mesures 

de risques pour mieux appréhender cet actif peut être une piste de recherche. Il serait aussi intéressant 

d’étudier et de déterminer les phases du cycle de prix du bitcoin, la relation entre ces phases et les phases 

du cycle économique ou encore la relation entre ces phases et les caractéristiques de la blockchain Bitcoin 

(données « on-chain », étude des transactions entre les différents portefeuilles, halvings…). Le bitcoin 

n’est qu’un crypto-actif parmi tant d’autres et à mesure que ce secteur prend en maturité, il sera 

indispensable de s’y intéresser. 

 

 
12 https://www.bloomberg.com/news/articles/2022-05-04/fed-hikes-rates-half-point-will-shrink-assets-to-curb-
inflation?srnd=premium-canada 
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ANNEXE A 

Évolution et comparaison des différents portefeuilles 

Figure 5.1 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (90% 
S&P 500 et 10% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 

 

Figure 5.2 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (80% 
S&P 500 et 20% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 
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Figure 5.3 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (75% 
S&P 500 et 25% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 

 

Figure 5.4 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (70% 
S&P 500 et 30% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 

 

 

 

 



 

38 

Figure 5.5 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (90% 
S&P 500 et 10% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 

 

 

Figure 5.6 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (80% 
S&P 500 et 20% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 
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Figure 5.7 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (75% 
S&P 500 et 25% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 

 

 

Figure 5.8 - Comparaison de l'évolution du S&P 500 (en rouge), du portefeuille avec rééquilibrage (70% 
S&P 500 et 30% bitcoin) (en bleu) et du portefeuille sans rééquilibrage en vert. 
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ANNEXE B 

Prix du bitcoin et coefficients de Hurst pour différentes périodes 

 

 

 

Figure 5.9 a. et b. – Prix du bitcoin du 14 janvier 2015 au 14 janvier 2017 (à gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour 
différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et SF (en orange). 

Figure 5.10 a. et b. – Prix du bitcoin du 14 janvier 2016 au 14 janvier 2018 (à gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour 
différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et SF (en orange). 
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Figure 5.11 a. et b. – Prix du bitcoin du 14 janvier 2017 au 14 janvier 2019 (à gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour 
différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et SF (en orange). 

Figure 5.12 a. et b. – Prix du bitcoin du 14 janvier 2018 au 14 janvier 2020 (à gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour 
différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et SF (en orange). 
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Figure 5.13 a et b – Prix du bitcoin du 14 janvier 2019 au 14 janvier 2021 (à gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour 
différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et SF (en orange). 

Figure 5.14 Prix du bitcoin du 14 janvier 2020 au 14 janvier 2022 (à gauche) et comparaison du coefficient de Hurst pour 
différents q et pour la méthode MF-DFA (en bleu) et SF (en orange). 
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ANNEXE C 

Évolution de la VaR simulée avec le coefficient de Hurst calculé avec la méthode MF-DFA 

Figure 5.15 - Comparaison entre la VaR (en %) quotidienne calculée à partir d’une volatilité estimée avec 
un modèle RSFV sur les deux dernières années et la volatilité réalisée pour la même période (méthode 

MF-DFA).. 
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